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Elementi di Analisi Matematica e Ricerca Operativa – prova del 31 marzo 2016 
1) Discutere il seguente problema di Programmazione Lineare: 
 Trovare il massimo di p x1, x2, x3, x4( ) = 2x1 +10x2 + 8x3 + x4  con i vincoli xk ! 0 1" k " 4( )  e 
  
x1 + 4x2 + x3 = 4
2x1 + 5x2 + x3 + 2x4 ! 9
x1 " x3 + 2x4 = 2
#
$
%
&%
     cioè     x j Aj
j=1
5
' = B  
 (può essere utile notare che, posto A5 =
0
1
0
!
"
##
$
%
&&
, risulta A2 = 2A1 + 2A3 ! A5 , A4 = A1 ! A3 + A5  e 
B = 3A1 + A3 + 2A5 ) 
Svolgimento.  Siccome la terza relazione è in forma di disuguaglianza, introduciamo la variabile “di scarto” 
x5 ! 0  e riscriviamo il sistema nella forma 
 
x1 + 4x2 + x3 = 4
2x1 + 5x2 + x3 + 2x4 + x5 = 9
x1 ! x3 + 2x4 = 2
"
#
$
%$
     cioè     x j Aj
j=1
5
& = B  
dove gli Aj  sono le colonne della matrice dei coefficienti e B la colonna dei termini noti. 
Seguendo l’indicazione fornita scegliamo come base di  A
* = !3 , l’insieme  B1 = A1, A3,A5{ } . 
Si costruisce allora la prima tabella del simplesso come segue: 
 
A1 A2 A3 A4 A5 B
xv1 = x1 cv1 = c1 = 2 1 2 0 1 0 3
xv2 = x3 cv2 = c3 = 8 0 2 1 !1 0 1
xv3 = x5 cv3 = c5 = 0 0 !1 0 1 1 2
0 10 0 !7 0 14
z1 ! c1( ) z2 ! c2( ) z3 ! c3( ) z4 ! c4( ) z5 ! c5( ) z( )
 
Siccome z4 ! c4 < 0  e almeno uno degli  !!,4  è positivo, bisogna operare la “trasformazione pivotale” facendo 
entrare nella base il vettore A2  al posto di uno di quelli presenti.  Il criterio di uscita impone di calcolare 
 !1
"1,4
= 3     e     !3
"3,4
= 2 . 
Siccome il minore dei due è !3
"3,4
= 2 , esce il vettore Av3 = A5 .  La trasformazione pivotale avviene operando 
sulle righe della matrice della tabella in modo che le colonne della base canonica figurino, nell’ordine, in 
corrispondenza di A1, A3, A4 .  Con semplici calcoli si ottiene la nuova tabella del simplesso relativa alla base 
 B2 = A1, A3, A4{ } : 
 
A1 A2 A3 A4 A5 B
xv1 = x1 cv1 = c1 = 2 1 3 0 0 !1 1
xv2 = x3 cv2 = c3 = 8 0 1 1 0 1 3
xv3 = x4 cv3 = c4 = 1 0 !1 0 1 1 2
0 3 0 0 6 28
z1 ! c1( ) z2 ! c2( ) z3 ! c3( ) z4 ! c4( ) z5 ! c5( ) z( )
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Siccome adesso tutti gli z j ! c j  sono ! 0 , l’algoritmo è terminato; la funzione obiettivo ha massimo nella 
regione ammissibile, il massimo vale z = 28  ed è assunto per x1, x2, x3, x4, x5( ) = 1,0,3,2,0( ) . 
2) Sia f x( ) = 1! cos xx + sen x per x " 0, f 0( ) = 0 . 
 a) Dimostrare che f è adatta per definire una distribuzione T = Tf  di tipo funzione. 
 b) Descrivere la distribuzione !T , derivata di T in  !D !( )  
 c) (più difficile) Descrivere !!T , derivata seconda di T in  !D !( )  
Svolgimento. 
a) La funzione è continua in  ! ! 0{ } ; una condizione sufficiente affinché sia localmente sommabile è che sia 
limitata in un intorno di 0, perché solo in 0 non siamo certi della continuità.  Possiamo scrivere, per x ! 0 , 
 
f x( ) = 1! cos xx + sen x =
1! cos x " 1+ cos x
x + sen x( ) " 1+ cos x =
1! cos2 x
x + sen x( ) " 1+ cos x =
sen x
x + sen x( ) " 1+ cos x =
=
sen x
sen x
x
sen x +1
#
$%
&
'( " 1+ cos x
=
sgn sen x( )
x
sen x +1
#
$%
&
'( " 1+ cos x
 
Il denominatore ha limite uguale a 2 2 , per x! 0 , mentre il numeratore vale 1 in un intorno destro di 0, –1 in 
un intorno sinistro.  Segue che lim
x!0
f x( ) = 12 2 ; quindi f è limitata in un intorno di 0, e possiamo concludere 
che  f !Lloc
1 !( ) , ossia è adatta per definire una distribuzione 
 
T = Tf ! "D !( ) .  La figura mostra il grafico di f. 
 
b) I calcoli svolti per (a) mostrano che f ha in 0 un punto di discontinuità con salto di ampiezza 12 ; perciò 
 Tf( )! = T !f + 12 " x( )  
cioè per ogni funzione test ! , 
 
 
!T ," = !f x( ) #" x( ) dx
!$ +
1
2 " 0( ) . 
Osserviamo che f potrebbe non essere derivabile (e in effetti non lo è) nei punti x = 2k! ,  k !! , nei quali è 
1! cos x = 0 , ma in tutti questi punti, eccetto 0, f è continua; la mancanza di derivata di f in un insieme di 
misura nulla quale è  !  non pregiudica il risultato. 
c) La derivata di f è, per  x ! 2k", k #!  
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 !f x( ) =
sen x
2 1"cos x x + sen x( )" 1+ cos x( ) 1" cos x
x + sen x( )2
= sen x2 1" cos x x + sen x( ) "
1+ cos x( ) 1" cos x
x + sen x( )2
.  
Il secondo addendo dell’ultimo membro si annulla nei punti x = 2k! ,  k !!" 0{ } ; il primo si può trattare 
similmente a come abbiamo fatto per (a): 
 sen x2 1! cos x x + sen x( ) =
sen x 1+ cos x
2 1! cos2 x x + sen x( )
= 1+ cos x2 x + sen x( ) "sgn sen x( ) . 
Il valore assoluto di questa espressione ha limite, per x! 2k" , uguale a 24k! ; senza il valore assoluto, il 
limite da destra ha ancora questo valore, da sinistra è l’opposto; quindi !f  ha nei punti 2k!  delle singolarità di 
prima specie con salto di ampiezza 22k! .  La derivata nel senso delle distribuzioni di T !f  sarà pertanto 
 
 
T !f( )! = T !!f + 22k" # x $ 2k"( )k%!$ 0{ }&
 
e quindi, tenendo conto dell’espressione di Tf( )!  ottenuta in (b), 
 
 
Tf( )!! = T !f( )! + 12 !" x( ) = T !!f +
2
2k# " x $ 2k#( )k%!$ 0{ }
& + 12 !" x( )  
che significa, per ogni funzione test ! , 
 
 
Tf( )!! ," = !!f x( ) #" x( ) dx!$ +
2
2k%" x & 2k%( )k'"& 0{ }
2k%'supp"
( & 12 !" 0( ) .  
3) Verificare in base alla definizione di limite, che lim
x!2"
ln 4 " x2( )
x2 + 3x
= "# . 
Svolgimento.  Ciò che si deve mostrare è che 
 !M > 0 " # > 0 ,! x x $ 2 % #, 2] [& ln 4 % x
2( )
x2 + 3x
< %M
'
(
)
*
+
, . 
Sia dunque M > 0 .  Possiamo supporre x ! 1,2] [ , essendo questo un intorno sinistro di 2.  Si ha 
 ln 4 ! x
2( )
x2 + 3x
=
ln 2 ! x( ) + ln 2 + x( )
x2 + 3x
 
e quindi la disuguaglianza desiderata è 
 
ln 2 ! x( ) + ln 2 + x( )
x2 + 3x
< !M      cioè     ! ln 2 ! x( )! ln 2 + x( )
x2 + 3x
> M . 
Se x ! 1,2] [  allora ln 2 ! x( ) < 0  mentre ln 2 + x( ) < ln 4 < 2 .  Inoltre 4 < x2 + 3x <10 .  Allora 
 ! ln 2 ! x( )! ln 2 + x( )
x2 + 3x
= ! ln 2 ! x( )
x2 + 3x
! ln 2 + x( )
x2 + 3x
> ! ln 2 ! x( )10 !
2
4 =
! ln 2 ! x( )
10 !
1
2 . 
Se in un intorno sinistro di 2 l’ultima espressione risulta > M , avremo concluso la verifica. 
 4 
 ! ln 2 ! x( )10 !
1
2 > M " ln 2 ! x
( ) < !10M ! 5" 2 ! x < e!10M!5" x > 2 ! e!10M!5 . 
La verifica ha avuto successo, ponendo ! = e"10M"5 , il quale è un numero positivo minore di 1. 
  
4) Oliviero è un fotografo professionista, e progetta di rinnovare in futuro la sua attrezzatura, per un costo di 
24000€.  Con questo scopo investe a un tasso fisso i, 1500€ all’anno, da ora e per 10 versamenti annuali 
(il decimo, quindi, tra 9 anni).  Oliviero calcola che, mantenendo impiegato al tasso i per altri quattro anni 
il capitale così costituito, disporrà allo scadere del 13° anno esattamente dell’importo che gli occorre.  
Calcolare il tasso i.  Si perviene a un’equazione non risolubile elementarmente; ciò che si chiede è: 
 a) Determinare l’equazione risolvente per i. 
 b) Calcolarne una soluzione approssimata mediante un’interpolazione lineare.  Può essere utile sapere 
che, detta g i( ) = 1+ i( )4 ! 1+i( )
10"1
i , si ha g 0,055( ) = 15,9503  e g 0,056( ) = 16,0860 . 
Svolgimento. 
a) Il montante prodotto dai 10 versamenti alla fine del 13° anno ammonta a 
1500 ! 1+ i( )13"k
k=0
9
# = 1500 ! 1+ i( )13 1+ i( )"k
k=0
9
# = 1500 ! 1+ i( )13 !1" 1+ i( )
"10
1" 1+ i( )"1
= 1500 ! 1+ i( )
14 " 1+ i( )4
i  
e si desidera che sia uguale a 24000.  Quindi si vuole 
 
1+ i( )14 ! 1+ i( )4
i =
24000
1500 = 16 . 
Questa è l’equazione risolvente. 
b) L’equazione risolvente appare come g i( ) = 16 , con g i( )  definita come sopra.  La soluzione approssimata 
mediante interpolazione lineare si trova risolvendo rispetto a i la proporzione 
 i ! 0,0550,056 ! 0,055 =
16 !15,9503
16,0860 !15,9503  
che dà: i = 0,055366 . (A titolo informativo, la soluzione “esatta” calcolata da Mathematica è i = 0,055367 ). 
5) Stimare 5x
6 + 2sen x + 4
5x6 ! cos x +1
dx
2
4"
#$
, utilizzando se necessario il Teorema della media integrale. 
Svolgimento. 
Valgono le seguenti disuguaglianze, per qualunque x reale: 
 5x6 + 2 ! 5x6 + 2sen x + 4 ! 5x6 + 6
5x6 + 2 " 5x6 # cos x +1 " 5x6
 
Inoltre, nell’intervallo 2,4[ ]  ciascuna delle espressioni assume valori positivi.  Possiamo allora dividere 
membro a membro, ottenendo, per x ! 0 , 
 1! 5x
6 + 2sen x + 4
5x6 " cos x +1
!1+ 6
5x6
!1+ 65 #2
"6, se x $ 2,4[ ] . 
Per il Teorema della media integrale, indicata con f x( )  la funzione integranda, esiste c! 2,4[ ]  tale che 
 5 
 f x( ) dx2
4
! = f c( ) " 12 #10( ) = 2 f c( )  
e allora, ricordando le stime ottenute sopra per i valori di f x( ) , abbiamo 
 2 ! f x( ) dx2
4
" ! 2 # 1+
6
5 #2
$6%
&'
(
)* = 2.0375 . 
A titolo informativo, il valore dell’integrale calcolato numericamente da Mathematica è 2.0043. 
6) Due possibili operazioni finanziarie d1 , d2  producono ciascuna un guadagno aleatorio (in migiaia di €) 
come indicato in tabella, secondo quale evento si verificherà fra tre possibili, per i quali sono date le 
rispettive probabilità. 
  
 
d1 d2 prob.
E1 10 10 0.6
E 2 8 15 0.3
E 3 !2 !10 0.1
 
 a) Stabilire la scelta preferibile in base al criterio del massimo guadagno atteso. 
 b) Stessa domanda, in base al criterio della massima utilità attesa, essendo la funzione utilità per un 
importo monetario x, u x( ) = 1! e!
x
a ; risolvere quanto richiesto per a = 15  e per a = 20 ; commentare i 
risultati. 
Svolgimento. 
a) Il guadagno atteso nei due casi è indicato nella tabella qui sotto completata 
 
 
d1 d2 prob.
E1 10 10 0.6
E 2 8 15 0.3
E 3 !2 !10 0.1
guadagni attesi 8.2 9.5
 
Quindi il criterio del massimo guadagno atteso fa preferire d2 , più rischiosa perché c’è la possibilità di una 
perdita assai più ingente che con d1 , ma con opportunità di guadagni più elevati. 
b) Le utilità attese sono E u X j( )( ) = pi ! 1"e"
xi, j
a( )
i=1
3
# , j = 1, 2 .  Le due tabelle qui sotto riportano i valori che si 
ottengono, nei due casi a = 15 , a = 20 . 
 
 
 
(a = 15) d1 d2 prob.
E1 10 10 0.6
E 2 8 15 0.3
E 3 !2 !10 0.1
utilità attese 0.402 0.369
(a = 20) d1 d2 prob.
E1 10 10 0.6
E 2 8 15 0.3
E 3 !2 !10 0.1
utilità attese 0.324 0.330
 
Dunque, a = 15  fa preferire d1 , la scelta “prudente”; invece a = 20  fa preferire la più rischiosa scelta d2 .  
Questo è ragionevole perché il valore del parametro a  nell’espressione di u x( ) = 1! e!
x
a  è correlato con la 
“propensione al rischio” del soggetto, tanto maggiore quanto più è grande a. 
 
